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Abstract: In this article is given the construction of the variational equation of motion of the 
shell structure supported by frames and stringers. Using the Hamilton - 
Ostrogradsky variational principle, systems of differential equations of motion of 
shell elements are obtained. 
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К ВЫВОДУ ВАРИАЦИОННОГО УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
ОБОЛОЧЕЧНЫХ КОНСТРУКЦИЙ ПОДКРЕПЛЕННЫХ 
ШПАНГОУТАМИ И СТРИНГЕРАМИ 
 
Аннотация: В работе рассматриваются вопросы построения вариационного уравнения 
движения оболочечный конструкции подкрепленных шпангоутами и 
стрингерами. Используя вариационный принцип Гамильтона – 
Остроградского получены системы дифференциальных уравненийдвижения 
оболочечных элементов. 
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Введение. Разработка моделей и методов расчета подкрепленных оболочечных 
конструкций с улучшенными и эксплуатационными характеристиками, создание алгоритмов 
обусловливает выполнение предпроектных расчетов и является актуальными задачами [1-4]. 
Используя основные соотношения нелинейной теории оболочек ивариационный 
принцип Гамильтона-Остроградского получены уравнения движения оболочечных 
конструкций подкрепленных шпангоутами и стрингерами с учетом их взаимного влияния. 
Постановка задачи. Используется геометрические и физические соотношения теории 
тонкостенных оболочек [2]. Предположим, что компоненты напряжений и деформаций 
связаны с обобщенным законом Гука: 
;  ;  (1) 
Деформация  на поверхности параллельной к срединной поверхности выражаются 
формулой: 
; ;    (2) 
Для получения уравнения движения оболочечных конструкций воспользуемся 
уравнением Гамильтона – Остроградского: 
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    (3) 
При определении вариации кинетической, потенциальной энергии и работы внешних 
сил используются следующие соотношения[5]: 
    (4) 
 
  
(5) 
  
(6) 
Формируем вариации потенциальной энергии (4) для оболочечного элемента. 
Определив компоненты деформаций через перемещения, подставляем их в (4): 
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Раскроем скобки под знакомвариации, выделим интеграл по толщине оболочки. Вводим 
обозначения: 
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С учетом введенных обозначений (8), перепишем вариации потенциальной энергии (7): 
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В соотношении (9) приведем подобные слагаемые и после выполнения операции 
интегрирования по частям, получим: 
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Теперь определим вариации работы внешних сил. В работе [2] перемещения 
uiпредставлены в виде:  
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то выражения uiполучают следующий вид: 
 2132211 ,;;  wuzvuzuu     (12) 
С учетом выражения iu перепишем соотношения (5). При этом выделим интеграл по 
толщине оболочки (zпринимает значения 2/h ): 
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Введя некоторых обозначений, перепишем эту формулу в следующем виде: 
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Рассмотрим теперь вариации кинетической энергии. К формуле (6) подставляем 
выражения uiиз (12): 
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Раскроем скобки и выделим интегралы по толщине оболочки. Предположим, что 
оболочки изотропной с постоянной плотностью и выполним операции интегрирования по 
частям 
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Вариационная уравнения оболочки. Вариации кинетической энергии (15), 
потенциальной энергии (10) и работы внешних сил (13) подставляем на вариационный 
принцип Гамильтона – Остроградского: 
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Таким образом, сформировано вариационное уравнение движения гибких оболочечных 
конструкций. 
Вывод вариационного уравнения стержней. Теперь рассмотрим каркасы оболочки – 
стрингера и шпангоута [1]. Предположим, каркасы направлены по осям координат срединной 
поверхности оболочки. Начало координат y  и z  расположим на срединной линии стержня, т.е. 
в центре тяжести его поперечного сечения. Перемещения точки, расположенной на срединной 
линии кольца, в направлениях zy,,1  обозначим wvu ,,  соответственно, а поворот 
поперечного сечения стержня относительно этой линии - . Следуя [1], формируем общие 
перемещения криволинейного стержня: 
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Повороты поперечного сечения стержня относительно осей z и y определяются по 
формулам [1]: 
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Отсюда следует:  
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Это выражение подставляем на первое соотношение (17) и в результате получим:  
1 2 3; ; .z yu u z y u v z u w y             (18) 
Рассмотрим стержень (стрингер), расположенный параллельно на оси 2 . Рассуждая 
аналогичном образом, для перемещения ui получим: 
2 1 3; ;z xu v z x u u z u w x          ,   (19) 
Зная перемещений ui по формулам (18) и (19) можно определить деформации стержней, 
направленных параллельно осям 1  и 2  оболочки [1]. 
Теперь рассмотрим вариации потенциальной энергии стержня, направленного 
параллельно на оси 
1
 : 
 
V
dV)(
131312121111
    (20) 
Подставляем выражения деформации в (20) 
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и раскроем скобки под знаком вариации 
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Выделим интеграл по сечению стержня. Тогда вариации потенциальной энергии (22) 
получают вид: 
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Выполняя операции интегрирования по частям и приводя подобные слагаемые, имеем: 
1
11 12 13 12 13( ) y z z yN u Q v Q w M M M M

                
 
1
1311 12
12 13 12 13
1 1 1 1 1 1 1 1
( ) y z
QN Q
u v w M M Q Q
A A A A

     
   
    
         
     

   13 11 13 12 11 12 1 1
1 1 1 1
y z z z y yM Q N Q M Q N Q Ad
A A
      
 
     
           
        
(25) 
Аналогичном образом, определяем вариации потенциальной энергий стержня, 
направленного параллельно на оси 2 : 
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(26) 
Формируем теперь вариации потенциальной энергии стержня, направленной 
параллельно на оси координаты 1  с учетом узлов контакта стрингера и шпангоута. 
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Определяем вариации работы внешних сил стержня, расположенного параллельно на оси 
координат 1 и 2 . Формируем вариации работ внешних сил для стержня, находящегося 
параллельно на оси координаты 1  с учетом стыка стрингера со шпангоутам: 
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Рассмотрим вариации кинетической энергии для стержней, параллельно расположенной 
на координатной оси 1 . 
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Приводим вариации кинетической энергии стержня располагающееся параллельно на 
оси координат 2 . 
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Сформулируем вариации кинетической энергии стержня, находящегося параллельно на 
координатной оси 1  с учетом стыка стрингера со шпангоутом. При этом используем формулы 
(29) и (30). 
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Выражения вариации потенциальной (27), кинетической (31) энергии и работы внешних 
сил (28) подставляем на вариационный принцип Гамильтона – Остроградского: 
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Аналогичном образом, выведены вариационное уравнения стержня (шпангоута), 
находящегося параллельно относительно оси координат 2 . При этом учитываются 
пересечения стрингера со шпангоутом. 
Выводы. Таким образом, на основе вариационного принципа Гамильтона – 
Остроградского вывели вариационные уравнения движения оболочечных конструкций 
подкрепленных шпангоутами и стрингерами. Эти уравнения состоят из: 1) вариационного 
уравнения движения оболочечных конструкций (16); 2) вариационного уравнения движения 
стрингера (34) (стержня параллельного оси координат 1 ) с учетом пересечения шпангоутом; 
3) вариационного уравнения движения шпангоута (стержня параллельного оси координат 
2 ) 
с учетом пересечения стрингером.  
Для решения краевых задач к приведенным соотношениям следует присоединить 
соответствующие граничные условия оболочки со стрингерами и шпангоутами [6-7]. 
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